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ИГРА СО СЛУЧАЙНЫМ ВТОРЫМ ИГРОКОМ И ЕE ПРИЛОЖЕНИЕ К ЗАДАЧЕ
О ВЫБОРЕ ЦЕНЫ ПРОЕЗДА
Выбор оптимальной стратегии для значительного числа прикладных задач выбора оптимальных
решений может быть формализован как задача теории игр, в том числе в условиях неполной инфор-
мации. В статье рассмотрена иерархическая игра со случайным вторым игроком, в которой первый
игрок выбирает детерминированное решение, а второй игрок представлен множеством лиц, при-
нимающих решения. Изучаются стратегии игроков, обеспечивающие равновесие по Штакельбергу.
Стратегия второго игрока формализуется как вероятностное решение задачи оптимизации с целе-
вой функцией, зависящей от непрерывно распределенного случайного параметра. Во многих случа-
ях выбор оптимальных стратегий проходит в условиях, когда лиц, принимающих решение, много,
каждый из них выбирает решения на основе своего критерия. Математическая формализация таких
задач приводит к исследованию вероятностных решений задач стохастической оптимизации. В част-
ности, вероятностные решения используются для математического описания выбора пассажиром
вида транспорта. Исследуется задача об оптимальном выборе цены проезда для нового маршрута
на основе вероятностной модели предпочтений пассажиров. В этой формализации перевозчик, на-
значающий цену, рассматривается как первый игрок, множество пассажиров — как второй игрок.
Стратегия второго игрока формализуется как вероятностное решение задачи со случайной целевой
функцией. Рассмотрен модельный пример.
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Введение
Задачи выбора оптимальных стратегий в условиях, когда целевая функция (выигрыш
первого игрока) описывается случайной величиной, рассматриваются как принятие реше-
ний «в условиях риска» и находят широкое применение в различных областях. Применение
аппарата математической теории игр в таких задачах позволяет построить оптимальную
стратегию поведения лица, принимающего решения (ЛПР), обычно рассматриваемого как
первый игрок.
В теории игр длительное время исследуются задачи со случайной матрицей выигры-
шей [1]. В работах [2,3] изучаются свойства решений задач теории игр, в которых матрица
выигрышей является случайной, то есть выигрыш первого игрока описывается как слу-
чайная величина, зависящая от выбираемого решения. Актуальным подходом к игровым
задачам с неопределенностью являются модели скрытых стохастических игр, в которых
игроки наблюдают прошлые действия и получают информацию о текущем состоянии [4],
различные формализации игровых задач в условиях неопределенности рассмотрены в ста-
тье [5].
При математическом моделировании поведения участников рынка часто используются
иерархические модели теории игр, в которых игроки находятся в несимметричных инфор-
мационных условиях. В этом случае интерес представляют стратегии игроков, обеспечива-
ющие равновесие по Штакельбергу [6–8]. Близкие проблемы рассматриваются в теории
двухэтапного стохастического программирования, если предполагается, что решения на
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разных этапах принимают различные ЛПР, имеющие возможно различные целевые функ-
ции. Исследованию таких задач с вероятностным и квантильным критериями посвящена
работа [9].
§ 1. Постановка задачи
Формализация задач о выборе оптимальной стратегии в рамках теории игр широко при-
меняется в различных экономических и технических системах, в том числе используются
модели, в которых второй игрок выбирает свое решение случайным образом (игры с приро-
дой). В отличие от этой формализации в статье рассматривается модель, в которой второй
игрок представлен множеством лиц, принимающих решение.
Предполагается, что целевая функция второго игрока (множества ЛПР) имеет вид
f2(x, y, ξ) и зависит от выбора первого игрока x, выбора второго игрока y(ξ) ∈ Y и случай-
ного параметра ξ, характеризующего «случайного выбранного» ЛПР. В рассматриваемой
формализации выбор второго игрока (обозначим его y∗(ξ, x)) является вероятностным ре-
шением задачи минимизации с целевой функцией, зависящей от случайного параметра:
f2(x, y, ξ) → min
y∈Y
,
и зависит от случайного параметра ξ и выбора 1-го игрока.
Существует значительное количество прикладных задач оптимизации, в которых реше-
ние принимается многократно, многими лицами, независимо друг от друга. В этих случаях
для моделирования используются вероятностные решения задач стохастической оптимиза-
ции [10, 11]. Определение и свойства вероятностного решения задачи оптимизации функ-
ции, зависящей от случайного параметра, исследуются в работе [12].
В статье рассматривается иерархическая игра, в которой равновесие определяется по
Штакельбергу.
Рассматривается случай, когда целевая функция первого игрока F1(x) является мате-
матическим ожиданием некоторого функционала, зависящего от решения второго игрока,
и является, таким образом, детерминированной функцией. Первый игрок максимизирует
среднее ожидаемое значение некоторой целевой функции




Здесь и далее Eη означает математическое ожидание случайной величины η.
В данной статье рассматривается игровая задача, в которой выигрыш первого игрока не
является математическим ожиданием проигрыша второго игрока, представленного множе-
ством лиц, принимающих решение.
§ 2. Вероятностные решения задачи оптимизации. Равновесие по Шта-
кельбергу в игре со случайным вторым игроком




где Y ⊂ Rn — компактное множество, функция f(y, b) : Y × Rm 7→ R1 непрерывна по
совокупности переменных, ξ = ξ(ω) — случайный вектор, определенный на вероятностном
пространстве (Ω,F ,P) со значениями в Rm.
Обозначим множество решений задачи (2.1) при фиксированном значении ξ = b через
Y ∗(b) = Argmin{f(y, b)|y ∈ Y }.
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Пусть случайный вектор ξ = ξ(ω) определен на вероятностном пространстве Ω и при-





выполнены условия теоремы Бержа о существовании решения параметрической задачи оп-
тимизации и его полунепрерывности сверху по параметру (см. [13]). Таким образом, опре-
делена функция минимума
F (b) = min
y∈Y
f(y, b).
и полунепрерывное сверху отображение Y ∗(b) : B 7→ Y , где
y∗ ∈ Y ∗(b) ⇔ f(y∗, b) = F (b) = min
y∈Y
f(y, b),
то есть Y ∗(b) = Argmin
y∈Y
f(y, b). В этом случае определено случайное компактное множе-
ство Y ∗(ξ) в смысле [14].
О п р е д е л е н и е 2.1 (см. [12]). Случайное компактное множество Y ∗(ξ(ω)) будем на-
зывать вероятностным решением задачи стохастического программирования (2.1).
О п р е д е л е н и е 2.2. Будем говорить, что задана иерархическая игра со случайным
вторым игроком
G(P) = 〈X, Y, f1(x, y), f2(x, y, ξ),Pξ〉,
если:
(1) заданы множества X и Y возможных стратегий первого и второго игрока соответ-
ственно;
(2) заданы целевые функции первого и второго игрока f1(x, y) и f2(x, y, ξ), причем функ-
ции fi(x, y, ξ) зависят от переменных x, y, а функция f2(x, y, ξ) зависит еще от случайного
параметра ξ;
(3) задано распределение Pξ случайного параметра ξ.
Далее будем предполагать, что выполняется следующее условие.
Ус л о в и е 2.1. При любом фиксированном x ∈ X функция f2(x, y, ξ) и распределе-
ние Pξ таковы, что вероятностное решение задачи
min
y∈Y
f2(x, y, ξ), (2.2)
состоит из единственной точки с вероятностью 1.
В этом случае вероятностное решение задачи является случайным вектором, который
будем обозначать y∗(x, ξ).
О п р е д е л е н и е 2.3. Набор стратегий первого и второго игрока {x∗, y∗(x∗, ξ)}, где
y∗(ξ) является вероятностным решением задачи (2.2) при x = x∗ и заданном распределе-
нии Pξ случайного параметра ξ, а вектор x





будем назвать равновесием по Штакельбергу в иерархической игре со случайным вторым
игроком G(P) = 〈X, Y, f1(x, y), f2(x, y, ξ),Pξ〉, а стратегии x
∗ ∈ X и y∗(x∗, ξ) — оптималь-
ными стратегиями первого и второго игрока.
172
§ 3. Выбор предпочтительного маршрута случайным пассажиром
В статье [10] предложена модель выбора оптимального маршрута пассажиром как ве-
роятностное решение задачи со случайной целевой функцией. Будем использовать эту мо-
дель для описания выбора второго игрока, роль которого выполняют пассажиры (множе-
ство ЛПР).
Пусть у потребителя (пассажира) есть выбор между n возможными альтернативами
(маршрутами). Обозначим множество альтернатив Y0 = {e1, . . . , en}, где ei — базисные
векторы в Rn. Через вектор y ∈ Y0 будем обозначать индикатор выбора маршрута (элемента
множества альтернатив), т. е. y = ei означает выбор пассажиром i-го маршрута.
Обозначим через ai стоимость проезда i-м маршрутом, i = 1, . . . , n, bi — время проезда.
Тогда время A(y) и стоимость проезда B(y) для произвольного элемента y ∈ E0 можно
записать соответственно
A(y) = aTy, B(y) = bTy, (3.1)
где a = {a1, . . . , an}, b = {b1, . . . , bn}.
Задача выбора маршрута пассажиром рассматривается, как задача минимизации функ-
ционала, зависящего от времени поездки и ее стоимости. Следуя предложенному ранее
подходу [10, 11] в качестве критерия будем использовать «обобщенную цену проездки»
f(A,B, ξ), которая в простейшем случае представляет линейную свертку двух критериев:
f(y; ξ) = A(y) + ξB(y), (3.2)
где ξ > 0 — индивидуальная «ценность» единицы затраченного времени. Этот параметр
считается зависящим от «случайно выбранного» пассажира, то есть случайным.
Анализ данных о ценах и времени перевозок показывает, что можно использовать нели-
нейные (выпуклые) функции обобщенной цены поездки, однако в данной статье ограни-
чимся линейной сверткой критериев (3.1), (3.2).
Получаем, что выбор случайного ЛПР (пассажира) описывается решением задачи опти-
мизации, зависящей от случайного параметра ξ
f(y; ξ) = aTy + ξbTy → min
y∈Y0
. (3.3)
Вероятностное решение этой задачи обозначим через y∗(ξ).
Предполагается, что случайная величина ξ имеет непрерывное распределение на интер-
вале [t1, t2] ⊆ [0,+∞). В этом случае решение задачи (3.3) y
∗(ξ) состоит из единственной
точки с вероятностью 1 [11]. Таким образом, y∗(ξ) — случайный вектор, имеющий дискрет-
ное распределение, которое зависит от распределения случайного параметра ξ и параметров
всех маршрутов a и b.
§ 4. Формализация игры. Выбор оптимальной цены проезда
Рассмотрим задачу о назначении перевозчиком цены на один из маршрутов, например,
на вновь вводимый маршрут. Обозначим новый маршрут через en+1, а расширенное мно-
жество альтернатив через Y1. Выбор пассажиром вновь введенного маршрута записывается
как y∗(ξ) = en+1. Формализуем выбор оптимальной цены проезда в рамках рассматрива-
емой модели. Первым игроком является перевозчик нового типа транспорта (или нового
маршрута), его задача — выбор цены проезда x = an+1 для нового маршрута так, чтобы
оптимизировать доход от продажи билетов.
В этом случае время проезда bn+1 считается заданным и известным. Отметим, что
предлагаемая модель является упрощенной: для каждого вида транспорта существует, как
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правило, несколько тарифов (первого и остальных классов, для часто ездящих пассажи-
ров и т. п.), кроме того время поездки, вообще говоря, не является детерминированной
величиной, а имеет некоторый разброс.
Доход от обслуживания пассажиров на новом маршруте будем считать пропорциональ-
ным произведению дохода от обслуживания одного пассажира на новом маршруте на коли-
чество пассажиров Nn+1, выбравших этот вид транспорта. Увеличение потока клиентов за
счет предоставления более удобного проезда в данной формализации задачи не учитывает-
ся, поэтому ожидаемое количество пассажиров будет равно
Nn+1 = N · qn+1(x),
где N — общее число пассажиров, использующих данное направление, qn+1 — вероятность
выбора нового маршрута случайным пассажиром
qn+1(x) = Pr{y
∗(ξ, x) = en+1}.
Здесь y∗(ξ, x) — вероятностное решение задачи
f2(x, y, ξ) = a(x)
Ty + ξbTy → min
y∈Y1
(4.1)
при a(x) = {a1, . . . , an, x}, b = {b1, . . . , bn+1}.
Отметим, что вероятность выбора нового маршрута в рассматриваемой формализации
зависит от параметров конкурирующих маршрутов a, b, времени перемещения по новому
маршруту bn+1 и назначенной цены x проезда по (n+ 1)-му маршруту.
Кроме того, эту вероятность можно записать, как математическое ожидание (n + 1)-й
координаты вероятностного решения задачи стохастической оптимизации (4.1)






где E — знак математического ожидания.
Обозначим f1(x, y) доход перевозчика по новому маршруту, получаемый от проезда
отдельного пассажира по маршруту y ∈ Y1,
f1(x, y) = (x− a0)e
T
n+1y, (4.2)
через a0 обозначены затраты на обслуживание одного пассажира на новом маршруте.
Таким образом, при выборе цены проезда x = an+1 перевозчик (первый игрок) решает
задачу максимизации функционала в форме математического ожидания
E(f1(x, y







= (x− a0)qn+1(x) → max
x>0
. (4.3)
Отметим, что в рассматриваемой постановке речь идет о иерархической игре со слу-
чайным вторым игроком. Также особенностью задачи является то, что число возможных
состояний природы совпадает с R1+ = [0;+∞), т. е. не является конечным. Распределе-
ние Pξ случайной величины ξ предполагается заданным и непрерывным. В этом случае
выполняется условие 2.1 для задачи (4.1). Возможные решения первого игрока описывают-
ся интервалом возможных цен X = R1+ = [0;+∞).
Полученную игру можно записать в форме
G(P) = 〈R1+, Y1, f1(x, y), f2(x, y, ξ),Pξ〉,
где функции f1(x, y) и f2(x, y, ξ) удовлетворяют соотношениями (4.1) и (4.2).
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Оптимальные стратегии игроков для игры G(P) определяются в соответствии с опреде-
лением 2.3.
Отметим, что хотя целевая функция для второго игрока зависит от случайного парамет-
ра ξ линейно (см. (4.1)), тем не менее оптимальное значение y∗(ξ, x) описывается нели-
нейной зависимостью решения второго игрока от случайного параметра ξ и цены нового
маршрута x, и имеет место неравенство
E(f1(x, y
∗(ξ, x)) = f1(x,E(y
∗(ξ, x))) 6= f1(x, y
∗(E(ξ), x)),
так как
E(y∗(ξ, x)) = E(Argmin
y∈Y0
f(y, x, ξ)) 6= Argmin
y∈Y0
f(y, x, E(ξ)).
У т в е р ж д е н и е 4.1. Вероятность выбора (n+ 1)-ой альтернативы
qn+1(x) = Pr{y
∗(ξ, x) = en+1}
равна

















Утверждение 4.1 следует из соотношений для вероятностей альтернатив [10].
Отметим, что отрезок [L(x), R(x)] может быть пустым множеством, так как возможно
выполнение неравенства L(x) > R(x). В частности,
Pr{ξ ∈ [L(x), R(x)]} = 0,
в случае, если (n + 1)-й маршрут является доминируемым по критериям {A(y), B(y)}, то
есть существует другой маршрут y = ej ∈ Y0 такой, что
(aj 6 x) ∧ (bj < bn+1) или (aj < x) ∧ (bj 6 bn+1). (4.4)
Условие (4.4) ограничивает интервал возможных значений для выбора оптимальной цены
для нового маршрута.




вероятность выбора (n+ 1)-й альтернативы равна нулю
Pr{y∗(ξ, x) = en+1} = 0,
где y∗(ξ, x) — вероятностное решение задачи стохастической оптимизации (4.1), а ξ —
случайная величина, принимающая с вероятностью 1 значения из интервала (0; +∞).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, пусть x > â. Обозначим k ∈ {1, . . . , n} номер
на котором достигается максимум в (4.5), тогда
x > â = ak, bk < bn+1.
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При любом фиксированном значении ξ = c > 0 выполняется неравенство
f(ek; c) = a
T ek + c b
T ek = ak + c bk 6 x+ c bn+1 = f(en+1, c).
А значит, y = en+1 не является решением задачи стохастической оптимизации при лю-
бом фиксированном положительном значении ξ. Так как случайная величина ξ с вероятно-
стью 1 принимает значения из интервала (0,+∞), то вероятностное решение задачи (4.1)
равно en+1 с нулевой вероятностью. 
П р и м е р 4.1. Рассмотрим модельный пример. Пусть было три возможных маршрута
(вида транспорта) с заданными значениями цен билетов и времени перемещения:
{ai; bi}, i = 1, 2, 3,
и к ним добавляется еще один маршрут (вид транспорта) с заданным временем перемеще-
ния b4. Задача первого игрока (перевозчика по новому маршруту) — выбор оптимальной
цены проезда x = a4 для получения максимальной прибыли в предположении, что второй
игрок (случайно выбранный пассажир) выбирает оптимальный с точки зрения обобщенной
стоимости (4.1) маршрут.
Пусть значения цен упорядочены по возрастанию
a1 6 a2 6 a3, (4.6)
и до введения нового маршрута все три существующих имели ненулевой поток пассажиров,
то есть среди маршрутов не было доминируемых по двум критериям (время и цена поезд-
ки). Предполагается также, что на плоскости критериев нет совпадающих значений {ai; bi}.
Из этих предположений следует, что время проезда по маршрутам 1–3 упорядочено по
возрастанию
b1 > b2 > b3,
и все неравенства в (4.6) — строгие.
Решение задачи о выборе оптимальной цены разобьем на 2 этапа:
(1) нахождение значения â по формуле (4.5);
(2) выбор оптимального значения x ∈ [0; â] как решения задачи (4.3) с использованием
имитационного моделирования и численных методов.
Расчеты проводились для следующих данных для трех существующих маршрутов:
{a1; b1} = {1; 4}, {a2; b2} = {2; 3}, {a3; b3} = {4; 2}.
Предполагалось, что случайный параметр ξ имеет логнормальное распределение с пара-
метрами µ = 2, σ = 1.
Рассматривалась задача определения оптимальной цены для маршрута с временем пе-
ремещения b4 = 2.5. Для рассматриваемых данных â = 4, и при x = 4 третий маршрут
становится очевидно предпочтительнее вновь вводимого и вероятность выбора пассажи-
ром нового маршрута равна 0.
На рис. 1 приведено изменение вероятности выбора нового маршрута q4 в зависимости
от изменения цены билета на вновь введенный маршрут x = a4. На графике видно, что
в рассматриваемых условиях q4(x) = 0 при всех x > 3. Проверка показывает, что L(3) =
= R(3) = 2 и, следовательно, q4(3) = 0 (см. утверждение 4.1).
На рис. 2 приведен график изменения функции полезности первого игрока F1(x) без
учета затрат на перевозку, то есть при a0 = 0 (сплошная линия), и для затрат на перевозку,
составляющих a0 = 1 (пунктирная линия). Без учета затрат на перевозку оптимальное
решение (цена билета) равна x∗ = 1.79, а максимальное значение целевой функции равно
F1(x
∗) = 0.535. Если учесть затраты, то оптимальной ценой билета за проезд будет x∗ = 2.2,
максимальное значение целевой функции равно F1(x
∗) = 0.27.
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Рис. 1. Зависимость вероятности выбора нового маршрута q4 от цены билета x
Рис. 2. Зависимость прибыли первого игрока от цены билета
Выводы
В статье рассматривается иерархическая игра двух лиц со случайным вторым игро-
ком, изучены оптимальные в смысле равновесия по Штакельбергу стратегии игроков. Под
случайным вторым игроком понимается случайно выбранное лицо из однородного набо-
ра лиц, принимающих решение. Модель применяется к задаче о назначении оптимальной
цены проезда, в качестве второго игрока выступает случайно выбранный пассажир, пред-
полагается, что функция его предпочтений зависит от случайного параметра. Рассмотрен
модельный пример.
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The choice of the optimal strategy for a significant number of applied problems can be formalized as a
game theory problem, even in conditions of incomplete information. The article deals with a hierarchical
game with a random second player, in which the first player chooses a deterministic solution, and the
second player is represented by a set of decision makers. The strategies of the players that ensure the
Stackelberg equilibrium are studied. The strategy of the second player is formalized as a probabilistic
solution to an optimization problem with an objective function depending on a continuously distributed
random parameter. In many cases, the choice of optimal strategies takes place in conditions when there
are many decision makers, and each of them chooses a decision based on his (her) criterion. The
mathematical formalization of such problems leads to the study of probabilistic solutions to problems
with an objective function depending on a random parameter. In particular, probabilistic solutions are
used for mathematical describing the passenger’s choice of a mode of transport. The problem of optimal
fare choice for a new route based on a probabilistic model of passenger preferences is considered. In this
formalization, the carrier that sets the fare is treated as the first player; the set of passengers is treated as
the second player. The second player’s strategy is formalized as a probabilistic solution to an optimization
problem with a random objective function. A model example is considered.
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